Université Hamma Lakhdar El Oued
Faculté de sciences exactes
Département de Mathématiques

Correction de I’examen : Espaces Fonctionnels et théorémes du point fixe
Master Maths 2°™ Année
L’examen fait le 26/01/2026

Baréme : 0,5 point pour chaque réponse soulignée.

Exercice 1 (05 pts)
1. Soientx =(x,),y =(y,)€E etaeR.Ona T, €E' puisque

xﬂ‘

*T (x+y)=x,+y,=T,x)+T,(»). *T,(ax)=ax,=aol,(x). * |T,,(x)[=|xn|s(z

n20

) <k

Il = supl, )| =sup e, | < supfe | <1.

Pour e, =(0,...,0,1,0,..)€ E ,ona

le,|=1¢t T,(,)=1,alors |T,|,. =1.

2 2 of
< co alors |x"} — 0 donc x, =0, ou encore T, (x ) — 0, il résulte que

2. Pourtoutx eEona Y |r,

nz20

. — 0 pour la topologie faible-* ¢(E',E) et comme E est un espace de Hilbert donc il est réflexif,
alors E =E" et T, — 0 pour la topologie o(E",E)=0c(E",E").

.

Exercice 2 (07 pts)
1. Il est clair que @ eC°(R) et que pour tout k € N il existe un polyndme P, tel que ¢®)(x) =P, (x)e™

3.

=1 alors T, ne converge pas fortement vers 0.

m

Et comme ¢~ décroit plus vite que tout puissance de x , on a pour tout 7,k € N:suplx " p™*’ (x)| <0 |

xeR

Donc ¢ € S(R). On sait que la transformé de Fourjer est un automorphisme de S(R), alors @ e S(R).

2. Ona cos(2zmax)eC®(R) et toutes ses dérivées sont bornées, alors & croissance lente.

Comme le produit d'une fonction de S(R) par une fonction de C () a croissance lente ainsi toutes
Ses dérivées est encore dans S(R), donc f € S(R).

D'aprés la formule d'Euler: cos(27ax )=1/2 (ez”"" e ), dot f(x)=1/2 (qp(x e +p(x e 2 )

Comme  ¢(x)e™™ (¥)=p(y -a) et p(x)e™™ (»)=p(y +a).
Alors [ () =12(p0 ~a)+9( +a)).

ax?

3. Ona ¢'(x)=—2zxe™ =-2zxp(x), donc g?(y) = —2%3?(79()/ ), ou encore 2ziy g’z\)(y )= j—ﬁgfz\) ).
i

Enfin, on obtient I'équation différentielle suivante ao (y)-2my q;( y) =0 dont sa solution est
donnée par p(y)=Ce ™", 0d C =g(0)= [ e™ dx =1. Alors p(y)=e™".
Donc f (y)= 1/2((:""‘”"”1 +e ) )

4. Ona @, q;, f, f e S(R)c L'(R) et comme @ et f sont des fonctions continues, alors d'aprés

le théoréme d'inversion, il résulte %(x )=@(-x) et f (x)=f (—x), mais @ et f sont des fonctions

paires, alors ;(x)= p(x) etf(x)=f (x).




Exercice 3 (08 pts)

1. H est un sous-espace vectoriel de H'(J). On va montrer qu'il est fermé, pour ceci considérons
I'application g :ve H'(I) > v(1), il est clair que g est linéaire, et continue puisque
lgv)[= @)=V, <[V, oy e H'(I)c L°(I) avec injection continue.

D'od Ker g = H est fermé, donc complet, muni de lanorme de A '(I) induite du produit scalaire et
par conséquent / est un espace de Hilbert.
2. Soit u € C*(I) une solution classique de (7). On le multiplie par v e C'([O, 1]) , et en intégrant par

| | 1
parties, on obtient _[u V'dx +Iuvdx —u'(Dv(1) +u'(0)v(0) = J Sfvdx.
0 0 0

On choisit v telle que v(1)=0, comme % '(0) = ku (0), alors
1 1 1

[uSdx + [uvds +kuO)v(0) = [frds  ¥veC'(0,1]), W(1)=0.
0 0

0

Gréce 4 la densité de V dans H , on obtient la formulation variationnelle associé au probléme ( P) suivante
1 1 |
ueH, [u¥dx+[uvdx +ku(0)v(0)=[fvds VveH.
0 0

0

1 1
3. Considérons la forme bilinéaire a définie sur Hx H par a(u,v)=[u"'ds + [uve +ku(0)(0),
0 0

|
et la forme linéaire ¢ définie sur H par £(v)=| fvdsx.
0

Pour la continuité de a, on applique 1’inégalité de Cauchy-Schwartz dans I?(0,1) et on utilise I'injection
continue H'(0,1) cC ([0,1]), on en déduit

alt, V)=l 9 + el I, + e b OVl (b el (W +vEe * + % el Il

< "u "H‘(o,l) HV"H'(O,[) +k ||u “H’(O.l) "V”H‘(O.L) = (1 + k)”u "H'(O.]) "v”H'(O,l) '

i | i |
Pour la coercivité de a, on a a(u,u)=fu dx + qudx +ku (0)? > Iu dx + Iu *de = |u ||Z,(OJ).
0 0 0 0

Pour la continuité de la forme linéaire £, ona [e(v)|<|f], [Vl, < |71, |V, oy =C V)0 -

En appliquant le théoréme de Lax-Milgram, on obtient ’existence d’une solution faible unique u € H.
4. Soit u e C*([0,1]) N H une solution faible. Alors u vérifie la formulation variationnelle associé au

1 1 1
probléme (P) : _[ uy'dx + J. uvdx + ku (0)v(0) = j fvdx VveH, enchoisissant ve C.(0,1), il devient
0 0 0

1 1 1
[usdx + [uvax = [ fudx
0 0 0
1 1
en intégrant par partie, on obtient J(—u” +u)vdx = J. Sfvdx, ce qui implique que —u"+u =f p.p. dans .
0 0

On choisit ve C'(I'), v(1)=0 et on intégre le premier terme de la formulation variationnelle par partie,

On obtient: - I uvdx +u'()v(l)—u ’(0)v(0)+-l[uvdx +ku (0)v(0) = vadx ;

Comme —u"+u = f p.p. dans I, alors on en déduit que —u'(0)v(0)+ku (0)v(0)=0, mais v(0) est

quelconque, alors on obtient %'(0)=ku (0) . Donc u satisfait le probléme (P).
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Exercice 1 (05 pts)
On considére I'espace de Hilbert

E =(*(N,C)= {x =(X, ), : X, €C et i\xn ° < +oo}.
n=0

Soit I'opérateur T, : E — C définipar T,(x)=x,, VneN.
1. Montrer que T, € E'. Calculer [T, |..-

2. Lorsque n — +oo, montrer que T, —*~—0. Conclure que T, —%—0.
3. La suite (T, ) converge-t-elle fortement vers 0 lorsque n — +00? Justifier.

Exercice 2 (07 pts)
Soient a € R fixé et ¢ une fonction définie sur R par ¢(x)=e
1. Montrer que ¢ € S(R). En déduire que ¢ € S(R).
2. Considérons la fonction f définie sur R par f(x)= ¢(x)cos(2zax).

—IZ'X2

Vérifier que f € S(R) et que f(y):%((p(y —a)+o(y +a)), Vy eR.
3. Pour tout y € R, calculer ¢(y ). En déduire une expression explicite de f (y ).

4. Montrerque ¢o=¢ et f =f.
Exercice 3 (08 pts)
On se donne f €*(1),ou J =10,1[ et on considére le probleme () défini par
—u"+u =f dans 7J,
(%) { u'(0)=ku(0), u()=0.
1. Montrer que H={veH'(I):v(1)=0} estun espace de Hilbert.

2. Si ueC*(T) est une solution classique du probleme (7).
Donner la formulation variationnelle du probléme (7).

(Aide: en acceptant que I'espace V = {v eC'(T):v(1) :O} est dense dans H)
4. Pour k>0, montrer que la formulation variationnelle du probléme ()

admet une solution unique ueH.
4. Si la solution faible u eC*(J)NH, montrer qu’elle est solution classique de (P).

Bon courage




